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m Vorbereitung: Das Schubfachprinzip

Das Schubfachprinzip (nach Lejeune Dirichlet 1805-1859):
Sind n Dinge auf s Schubféacher zu verteilen, und ist n > s, so wird mindestens ein Schubfach mehrfach belegt.

Beispiel: Wir betrachten die gewdhnliche schriftliche Division natlrlicher Zahlen, wie sie standardméRig im Schulunterricht gelehrt wird. Zur
Ilustration wird dieses Verfahren am Beispiel der Division 53 : 14 im folgenden ausfuhrlich dargestelit.
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Als Reste kommen bei der Division durch 14 nur die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13 in Frage. Da das Divisionsverfahren (siehe
Beispiel) nicht stoppt, muf3 sich nach dem Schubfachprinzip im Laufe des Verfahrens nach hinreichend vielen (genauer: nach héchstens 14) Schritten
einer der Reste wiederholen. Im Beispiel ist das der 2. Rest (=12), der bereits nach 6 Schritten wieder auftritt. Sobald sich einer der Reste
wiederholt, wird das Verfahren “zyklisch”, d.h. die gesamte Kette der folgenden Rechnungen wiederholt sich. Man erhélt so eine periodische
Dezimalbruchdarstellung. Im obigen Beispiel besteht die Periode aus den 6 Ziffern 857142.

In der elementaren Zahlentheorie werden u.a. die folgenden Fragen untersucht:

* Unter welchen Bedingungen bricht eine Dezimalbruchdarstellung ab (wie z.B. im Fall 23—0 = 0, 15) und wann wird sie periodisch (wie z.B.
im obigen Fall)?

* Wie hangt die Periodenlange vom Z&hler und Nenner des Ausgangsbruches ab?

* Ab welcher Stelle nach dem Komma beginnt die Periode?

* Gibt es Zahlen, deren Dezimalbruchdarstellung weder abbricht noch periodisch wird? Was kann man tber solche Zahlen sagen?

* Wie lauten die Antworten auf diese Fragen in nichtdekadischen Stellenwertsystemen?

m Division mit Rest

Die folgende Version der Division mit Rest versucht, auch allen Rand- und Sonderféllen Rechnung zu tragen. Als Eingabeparameter sind sémtliche
reellen Zahlen zugelassen. Die Division von a durch b mit Rest wird im Sinne der Griechen als das Abtragen der Strecke b auf der Strecke a
interpretiert. Dies geht natdrlich nur, falls b von Null verschieden ist. Flr positive Werte von a und b lauft das Verfahren "kanonisch™ ab. Ist
einer der Werte a oder b negativ, so wird das Standard-Verfahren zuné&chst mit den Absolutbetragen durchgefiihrt und danach werden der Quotient
und der Rest so angepafdt, dal’ der Rest stets im Intervall [0, b) liegt. Der Quotient q und der Rest r erfiillen stets die Bedingung a=q=+b+r.

Im Falle b <0 unterscheiden sich die Ergebnisse der Funktion DMR von denen der Mathematica-Standard-Funktionen Quotient und Mod.
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DMR[a_, b_] :=
Module[ {al = Abs[a], bl =Abs[b], q, r},
Which[
a==0, (q=0; r=0),
b==0, (Print ["'DMR-Fehler: Division durch Null ! "7];

q = "DMR-Fehler"; r = "DMR-Fehler™) ,
True, (q=0; While[(q+1)xbl< al, g=q+1]; r=al-qx=bl) ] ;
Which[

r==0, q=qg=Sign[a] *Sign[b],
True, Which[
a>08&& b<0, g=-9q, a<0 & b>0, g=-9-1,
a<0&& b<0, g=qg+11]1;
IT[Not[r == ""DMR-Fehler"], r=a-q=b] ;
Return[{q, r} 11
DMR[17, 5]

{3, 2}

{Quotient[17, 5], Mod[1l7, 5]}
{3, 2}

DMR[17, -5]

{-3, 2}

(-3) » (-5) +2

17
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{Quotient[17, -5], Mod[17, -5]}
(-4, -3

(-4) » (-5) -3

17

DMR[-17, 5]

{-4, 3}

(-4) *5+3

-17

{Quotient[-17, 5], Mod[-17, 5]}
{-4, 3}

DMR[-17, -5]

{4, 3}

a=-17.95; b=-2.7;

{{g, r} = {Quotient[a, b], Mod[a, b]}, gq*xb, r, gqxb+r}
{{g, r} =DMR[a, b] , g*xb, r, gxb+r}

({6, -1.75}, -16.2, -1.75, -17.95)

({7,0.95}, -18.9, 0.95, -17.95)
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m Das Horner Schema

Horner[KL_, xX_] :=

If[KL == {}, O, Last[KL] + x*Horner[Drop[KL, -1]1, X]]
Horner[{6, 1, 7, 4}, 8]
3196

m Umwandlung der Basis bei Stellenwertschreibweisen

Basis[n_, b_] :=
Module[{B = Basisl[n, b]},
If[B == {}, {0}, B1 1:
Basisl[0, b_ ] := {};
Basisl[n_, b ] :=
Append[Basisl[Quotient[n, b], b ], Mod[n, b]]
Mod[24 /17, 60]
24
s
Basis[24 /17, 60]
24
{17}

Basis[(24/17) »60°10, 60]

(1, 24, 42, 21, 10, 35, 17, 38, 49, 24, zggl}



Systembrueche.nb

Basisl[ (577 / 408) x 60710, 60]

{1, 24,51, 10, 35, 17, 38, 49, 24, 42, %}

Basis[0, 60]
{0}
Basis1l[0, 60]
{}

720717 // N
42 3529

Basis[720/ 17, 10]

40
{4, =}
Basis[ 720/17, 60]

(22
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m Horner und Basis als Umkehrfunktionen

Basis[918273, 60]
Horner[{4, 15, 4, 33}, 60]
Horner[Basis[918273, 60], 60]

(4, 15, 4, 33}

918273

918273

Horner[ {6, 1, 7, 4}, 60]

Basis[1300024, 60]
Basis[Horner[ {6, 1, 7, 4}, 60], 60]

1300024
{ 6 ’ 1 ’ 7 ’ 4}

{6’ 1’ 7’ 4}

m Systembriiche

Systembruch[q_, b_, s ] := (» q: Bruch; b: Basis; s: Nachkommastellen «)
{Basis[IntegerPart[q], b], Basis[FractionalPart[q] *xb”"s, b]}

Systembruch[153/ 14, 10, 25]

{{1,0}, {9,2,8,5,7,1,4,2,8,5,7,1,4,2,8,5,7,1,4,2,8,5,7,1, —})
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Systembruch[1824 /17, 60, 6]

(11, 47y, (17, 38, 49, 24, 42, 521}

Systembruch[1l/5, 2, 50]
{t0y, {1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,
0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0, %}}

m Division - Schulmethode

Das eingangs dargestellte Divisionsschema ist eine abkirzende Schreibweise firr das folgende System von Gleichungen:

53 =3*14 + 11
11 * 10 = 7 * 14 + 12
12 * 10 =8 * 14 + 8
8 *10 =5 * 14 + 10
10 * 10 =7 * 14 + 2
2*10=1*14 + 6
6 *10 =4 * 14 + 4
4 * 10 =2 * 14 + 12
12 * 10 =

das Verfahren wird zyklisch

Die Zahlen unmittelbar rechts neben dem Gleichheitszeichen sind (von oben nach unten gelesen) die Ziffern der Dezimalbruchdarstellung. Zur
Fixierung der Einerstelle wird vor der ersten Multiplikation mit 10, also vor der Ziffer in Zeile 7, das "Dezimalkomma™ eingefligt. (Im
angelséchsischen Sprachbereich wird in der Regel ein Dezimalpunkt an Stelle des Dezimalkommas verwendet.)
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In der modularen Schreibweise gehen zwar die Ziffern verloren, das Schema wird aber strukturell durchsichtiger - besonders, wenn man zu den
Restklassen ubergeht

53 = 11 (mod 14)
11 * 10 = 12 (mod 14)
12 * 10 = 8 (mod 14)
8 * 10 = 10 (mod 14)
10 * 10 = 2 (mod 14)
2 *10 = 6 (mod 14)
6 *10 = 4 (mod 14)
4 * 10 = 12 (mod 14)
12 * 10 =

Mit anderen Worten:

53 = 11  (mod 14)
11 * 10 = 12  (mod 14)
11 * 102 = 8 (mod 14)
11 * 103 = 10 (mod 14)
11 * 10* = 2 (mod 14)
11 * 10° = 6  (mod 14)
11 * 105 = 4  (mod 14)
11 * 10’ = 12 (mod 14)
11 * 108 = ...

Aus der zweiten und der vorletzten Zeile folgt
11 * 10 =12 = 11 * 10’ (mod 14)

Da 11 teilerfremd zu 14 ist, kann man die letzte Gleichung mit 11 kiirzen:
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101 = 107 (mod 14)
Die Periodenlange (hier 6) ist die kleinste positive natiirliche Zahl s mit der Eigenschaft
10t1 = 10 (mod 14)

Ergénzung: Darstellung mit Hilfe von Restklassen im Ring der R4 ( = %) der ganzzahligen Restklassen modulo 14.

55505 5155

*

*

HHHEHEeHS

m Division: Implementierung der Schulmethode
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m Division: Beispiele

DivisionMitRestAnalyse[53, 14]

Das Schulverfahren in der Gleichungsform und

Zahler (Z): e e e e e eeeaaaan
Nenner (N) . ... i i acaaaaann
Dezimalbruch (max. 30 Stellen): ......
Ganzteil: ... ...
Rest-Bruch (ohne Ganzteil): ..........

Zum Rest-Bruch (also zum Nachkomma-Teil) :
Liste der Reste (bis zur ersten Wiederholung) :
Vorperiode der Reste:
Periode der Reste:
Liste der Ziffern (mit "Vorkomma-Null™):
Vorperiode der Ziffern (hinter dem Komma) :
Lange der Vorperiode (nach dem Komma) :
Periode der Ziffern:
Periodenlange:

p((n):

53 14 = 3,

11 10 = 7 « 14 + 12 | 11 « 10 = 12
12 10 = 8 «x 14 + 8 | 12 x 10 = 8
8 *+» 10 = 5 « 14 + 10 | 8 = 10 = 10
10 «10 = 7 « 14 + 2 | 10 «10= 2
2 %10 = 1 « 14 + 6 | 2 «10= 6
6 10 = 4 « 14 + 4 | 6 =« 10 = 4
4 %10 = 2 x 14 + 12 | 4 %10 = 12
Periode festgestellt. Stop!

Ergebnis: 53 14 = 3 , 7 Periode 8 5 7 1 4 2

53
14
3.78571428571428571428571428571
3
11 / 14

{11, 12, 8, 10, 2, 6, 4, 12)
{11}

(12, 8, 10, 2, 6, 4}
{0,7,8,5,7,1,4,2)
{7}

1
{8,5,7,1, 4, 2}

6
6

(mod 14 ) \ 11 %« 10¢thoch 1 ) = 12
(mod 14 ) \ 11 %« 10(hoch 2 ) = 8
(mod 14 ) \ 11 %« 10(hoch 3 ) = 10
(mod 14 ) \ 11 « 10(hoch 4 ) = 2
(mod 14 ) \ 11 « 10(hoch 5 ) = 6
(mod 14 ) \ 11 « 10(hoch 6 ) = 4
(mod 14 ) \ 11 » 10(hoch 7 ) = 12

14
14
14
14
14
14
14

—_ — — — — — —
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DivisionMitRestAnalyse[l, 13]

Zahler (Z): oo e e e eeeeeaaaan 1
Nenner (N) . ... e i e caaaaann 13
Dezimalbruch (max. 30 Stellen): ...... 0.0769230769230769230769230769231
Ganztell: ... .. .. e 0
Rest-Bruch (ohne Ganzteil): .......... 1/ 13
Zum Rest-Bruch (also zum Nachkomma-Teil) :
Liste der Reste (bis zur ersten Wiederholung): ... {1, 10, 9, 12, 3, 4, 1}
Vorperiode der Reste: ... ... i aaaaaaaaann
Periode der Reste: .. .. e e eceeaaaann (1, 10, 9, 12, 3, 4}
Liste der Ziffern (mit "Vorkomma-Null'™): _........ {0,0,7,6,9, 2, 3}
Vorperiode der Ziffern (hinter dem Komma): .......
Lange der Vorperiode (nach dem Komma): ........... 0
Periode der Ziffern: ... ... . .. ... {(0,7,6,9, 2, 3}
Periodenlange: .. ... e aaaan 6
1 =S 12

Das Schulverfahren in der Gleichungsform und in modularer Darstellung:

1 :13 = 0 ,

1 10 = 0 =« 13 + 10 | 1 x 10 = 10 (mod 13 ) \ 1 + 10(hoch 1 ) = 10
10 10 = 7 x 13 + 9 | 10 «+ 10 = 9 (mod 13 ) \ 1 « 10(hoch 2 ) = 9
9 *» 10 = 6 « 13 + 12 | 9 x 10 = 12 (mod 13 ) \ 1 + 10(hoch 3 ) = 12
12 10 = 9 « 13 + 3 | 12 «10= 3 (mod 13 ) \ 1 % 10(hoch 4 ) = 3
3 10 = 2 « 13 + 4 | 3 «10= 4 (mod 13 ) \ 1 % 10(thoch 5 ) = 4
4 %10 = 3 x 13 + 1 | 4 %10 = 1 (mod 13 ) \ 1 % 10(hoch 6 ) = 1

Periode festgestellt. Stop!
Ergebnis: 1 : 13 = 0 , Periode 0 7 6 9 2 3

3
0O 0 0 o0 o

3
o
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DivisionMitRestAnalyse[5, 28]

Das Schulverfahren in der Gleichungsform und

Vorperiode der Reste:
Periode der Reste:
Liste der Ziffern (mit "Vorkomma-Null™):
Vorperiode der Ziffern (hinter dem Komma) :

Zahler (z):
Nenner (n):
Dezimalbruch (max. 30 Stellen):
Ganzteil:

Rest-Bruch (ohne Ganzteil):

Zum Rest-Bruch (also zum Nachkomma-Teil) :
Liste der Reste (bis zur ersten Wiederholung) :

Lange der Vorperiode (nach dem Komma) :

Periode der Ziffern:
Periodenlange:
p((n):

5 28 = 0,

5 *» 10 = 1 =« 28 + 22 |
22 « 10 = 7 « 28 + 24 |
24«10 = 8 « 28 + 16 |
16 « 10 = 5 « 28 + 20 |
20 « 10 = 7 « 28 + 4 |
4 10 = 1 « 28 + 12 |
12 10 = 4 +« 28 + 8 |
8 10 = 2 « 28 + 24 |
Periode festgestellt. Stop!

Ergebnis: 5

28 = 0 , 1 7 Periode

DivisionMitRestAnalyse[l, 17]

22
24
16
20

12

= 10
= 10
+ 10
= 10
+ 10
+ 10

22
24
16
20

12

24

8 57 14 2

5
28
0.178571428571428571428571428571
0
5/ 28

{5, 22, 24, 16, 20, 4, 12, 8, 24}
{5, 22}

{24, 16, 20, 4, 12, 8}
{0,1,7,8,5,7,1,4,2}
{1, 7}

2
{8,5,7,1,4,2}

6
12

(mod 28 ) \ 5 % 10(hoch
(mod 28 ) \ 5 « 10(hoch
(mod 28 ) \ 5 « 10(hoch
(mod 28 ) \ 5 % 10(hoch
(mod 28 ) \ 5 % 10(hoch
(mod 28 ) \ 5 % 10(hoch
(mod 28 ) \ 5 % 10(hoch
(mod 28 ) | 5 « 10(hoch

0O~NO U~ WNPRP

—_— — — — — — ~— ~—

22
24
16
20

12

24

28
28
28
28
28
28
28
28

—_ — — — — — — ~—
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Zahler (z):
Nenner (n):
Dezimalbruch (max. 30 Stellen): ......
Ganztell: ... .. ... e
Rest-Bruch (ohne Ganzteil): ..........
Zum Rest-Bruch (also zum Nachkomma-Teil) :
Liste der Reste (bis zur ersten Wiederholung) :

Vorperiode der Reste: ... ... . .. .. .. oo--.
Periode der Reste: .. ... .. .. .o ieiaaaaaanan
Liste der zZiffern (mit "Vorkomma-Null'™): ......
Vorperiode der Ziffern (hinter dem Komma): ....
Lange der Vorperiode (nach dem Komma): ........
Periode der Ziffern: ... ... . .. . i oo...
Periodenlange: ... ..o i i e e e e
O(N) I f e e e e e e e e e e e e e e a e e a e a e aaaaan

1
17
0.0588235294117647058823529411765
0
1/ 17

--- {1, 10, 15, 14,4,6,9,5,16,7, 2, 3,13, 11, 8, 12, 1}
. {1, 10, 15, 14, 4,6, 9,5, 16, 7, 2, 3, 13, 11, 8, 12}
- {0,0,5,8,8,2,3,5,2,9,4,1,1,7,6,4,7}

- 0

- {0,5,8,8,2,3,5,2,9,4,1,1,7,6,4,7)

- 16

- 16

Das Schulverfahren in der Gleichungsform und in modularer Darstellung:

1 : 17 = 0 ,
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*
*
*
*
*
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*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

Stop!

Periode festgestellt.

058823529411 7647

Periode

0]

17

1

Ergebnis:



Systembrueche.nb

DivisionMitRestAnalyse[l, 7]

Vorperiode der Reste:
Periode der Reste:
Liste der Ziffern (mit "Vorkomma-Null™):
Vorperiode der Ziffern (hinter dem Komma) :
Lange der Vorperiode (nach dem Komma) :
Periode der Ziffern:
Periodenlange:

p((n):

Das Schulverfahren in der Gleichungsform

*

*

*

*

*

aronN®WE P

*

Zahler (Z): oo e e e eeeeeaaaan
Nenner (N):. ... e e aeaaaan
Dezimalbruch (max. 30 Stellen): ......
Ganztell: ... .. .. ...
Rest-Bruch (ohne Ganzteil): ..........

Zum Rest-Bruch (also zum Nachkomma-Teil) :
Liste der Reste (bis zur ersten Wiederholung) :

7

10
10
10
10
10
10

= 0 ,

x 10 =
x 10 =
10 =
* 10 =
* 10 =

I
NN N R
*
~N NN N NN
P ODONW
OhON®WR
*

o+ o+ o+ o+ o+

Periode festgestellt. Stop!

Ergebnis: 1 : 7 = 0 , Periode 1 4 2 8 5 7

R OoOh~AoODNW

1
7

0.142857142857142857142857142857

0
1/7

{1,3,2,6,4,5,1)

{1, 3, 2,6, 4,5}
(0,1,4,2,8,5,7)}

0
{(1,4,2,8,5,7}

6

6
7 ) | 1 « 10(hoch
7 ) | 1 « 10(hoch
7 ) | 1 « 10(hoch
7 ) | 1 « 10(hoch
7 ) | 1 « 10(hoch
7 ) | 1 « 10(hoch

o0k WNPRE

P OOr~rON®

~N NN N NN

—_ — — — ~— ~—
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DivisionMitRestAnalyse[4, 7]

Zahler (Z): o e e e eeeaaaann
Nenner (N):. ... e e aeaaaan
Dezimalbruch (max. 30 Stellen): ......
Ganztell: ... .. .. ...
Rest-Bruch (ohne Ganzteil): ..........

Zum Rest-Bruch (also zum Nachkomma-Teil) :
Liste der Reste (bis zur ersten Wiederholung)
Vorperiode der Reste:
Periode der Reste:
Liste der Ziffern (mit "Vorkomma-Null™):
Vorperiode der Ziffern (hinter dem Komma) :

4
7
0.571428571428571428571428571429
0
4 /7

{4,5,1,3,2,6, 4}

{4,5,1,3,2,6)
{0,5,7,1,4, 2, 8}

Lange der Vorperiode (nach dem Komma): ........... 0

Periode der Ziffern: .. ... i e e (5,7,1,4, 2,8

Periodenlange: . ... ..o aaiaaaan 6

1 =S 6
Das Schulverfahren in der Gleichungsform und in modularer Darstellung:
4 -7 = 0,
4 10 = 5 « 7 + b5 | 4 %« 10= 5 (mod 7 ) | 4 %« 10(hoch 1 ) = 5 (mod 7 )
5 «10 = 7 « 7 + 1 | 5 «10= 1 (mod 7 ) | 4 %« 10(hoch 2 ) = 1 (mod 7 )
1 10 = 1 « 7 + 3 | 1 «10= 3 (mod 7 ) | 4 % 10(hoch 3 ) = 3 (mod 7 )
3 «10 = 4 « 7 + 2 | 3 «10= 2 (mod 7 ) | 4 « 10thoch 4 ) = 2 (mod 7 )
2 «10 = 2 = 7 + 6 | 2 «10= 6 (mod 7 ) | 4 % 10thoch 5 ) = 6 (mod 7 )
6 «10 = 8 x 7 + 4 | 6 «10= 4 (mod 7 ) | 4 % 10thoch 6 ) = 4 (mod 7 )
Periode festgestellt. Stop!

Ergebnis: 4 : 7 = 0 , Periode 5 7 1
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m Einige Nachbetrachtungen

Im folgenden sollen die Gesetzmassigkeiten in der Dezimalbruchentwicklung von gewohnlichen Briichen der Form % (mitz, n e N, n#0)
untersucht werden. Dabei soll der Bruch % 0.B.d.A. stets in geklrzter Form gegeben sein (mit anderen Worten: Es sei stets GGT(z, n) = 1).

Wie die Beispiele zeigen, kommen folgende Félle vor:

1. Typ: 13—2 Dezimalbruchdarstellung: % = 4,000... = 4

Der "Bruch" % ist eine ganze Zahl. Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn der Nenner n den Zéhler z teilt. Die Dezimalbruckdarstellung

des Bruches besteht dann aus lauter Nullen - und wird samt des Dezimalkommas in der Regel weggelassen.

2. Typ: %. Dezimalbruchdarstellung: 23—0 =0,15.
Der "Bruch" % hat eine abbrechende ("endliche™) Dezimalbruchentwicklung. Dies kommt genau dann vor, wenn der Nenner nur die Primfaktoren

2 und 5 besitzt.

Beweis: Ubung

Hinweis: Bruch so erweitern, dass der Nenner eine Zehnerpotenz ist. Uberlegen, wie die Multiplikation mit 10 und die "Kommaverschiebung"
zusammenhéangen.

3. Typ: %. Dezimalbruchdarstellung: % = 0, 571428571428571... = 0, 571428

(reinperiodischer Fall).
Dies kommt genau dann vor, wenn der Nenner durch (mindestens) eine Primzahl, aber weder durch 2 noch durch 5 teilbar ist.
Die Periodenlange ist die kleinste positive natlirliche Zahl s mit der Eigenschaft

105 = 1 (mod n)

4. Typ: % Dezimalbruchdarstellung: 2—58 = 0, 1785714285714285. .. = 0, 17857142

(gemischt-periodischer Fall).
Dies kommt genau dann vor, wenn der Nenner durch 2 oder 5 und durch (mindestens) eine weitere Primzahl teilbar ist.
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Die Periodenlange ist die kleinste positive natiirliche Zahl s mit der Eigenschaft
1051 = 10 (mod n)

Satz: Gegeben sei der gekirzte Bruch % (mitz, n € N, n#0); d.h. GGT(z, n) =1. Weiterhin sei d = GGT(n, 10).

Wenn der Nenner n von (mindestens) einer Primzahl geteilt wird, die von 2 und 5 verschieden ist, dann ist die Dezimalbruchdarstellung des
Bruches periodisch. Die Periodenlange besitzt die folgenden Eigenschaften:

(@) Die Periodenlénge ist gleich 1 -k, wo |>k und 10k = 10 (mod n) mit kleinstmoglichem | ist.
(b) Die Periodenlénge ist die kleinste positive natirliche Zahl s mit der Eigenschaft
105 = 1 (mod %).

(c) Die Periodenléange s istein Teiler von 90(%), wo ¢ die Eulersche Funktion ist.

Beweisskizze:
Das Standardverfahren der Division fiihrt auf ein Gleichungssystem der Art

VA = (p-n+1rIg
rp-10 = ogqy-n+n
ri-10 = dp:n+ry

rs_1:-10 = gs-n +rs
rs-10 = Qg1-N + rgy1

Bzw. in modularer Dartellung:

z = rp (mod n)
ro-10 = ry (mod n)
ro-1002 = ry, (modn)

rp-105 = rs  (mod n)
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ro-105*1 = rg.q (mod n)

Da es nach dem Schubfachprinzip modulo n nur endlich viele verschiedene Reste gibt, kdnnen die Reste im obigen Gleichungssystem nicht alle
verschieden sein.

Zu Eigenschaft (a):
Essei also r, = r mit | >k. Dabeisei | der kleinstmdgliche Index mit dieser Eigenschaft. Das Divisionsverfahren wiederholt sich dann ab
der Zeile I+ 1 in zyklischer Form; d.h. die Dezimalbruchentwicklung wird periodisch mit der Periodenlédnge | —k.

Zu Eigenschaft (b):
Aus 1, = r folgt
r0-10k = r0-10I (mod n) *)
Da z und n als teilerfremd vorausgesetzt waren, sind auch rg und n teilerfremd (man beachte: z = qg-n + rp).
Man kann Gleichung (*) also durch rg dividieren und erhélt:
10 = 10! (mod n) (**)
Gleichung (**) darf nicht grundsatzlich, sondern nur dann durch 10 gekirzt werden, wenn die Zahlen n und 10 teilerfremd sind.
Wir gehen deshalb zur Gleichung
10¢ = 10' (mod &) (***)
uber. Sie folgt aus (**), denn aus a = b (modn) folgtstets a = b (mod %) fiir jeden beliebigen Teiler t von n. (Beweis: Ubung; bzw.

siehe auch Ziegenbalg 2002, Seite 73).
Da d der groRte gemeinsame Teiler von n und 10 war, ist GGT(%, 10): 1 und Gleichung (***) darf mit 10K gekurzt werden. Wir erhalten

insgesamt:
10K = 1 (mod %) ()
und nach dem Beweisteil (a) ist s:=1—k die kleinste naturrliche Zahl mit dieser Eigenschaft.

Zu Eigenschaft (c):

Wir betrachten die Gruppe G der primen Restklassen im Ring der Restklassen modulo %; im Zeichen G := {X € ”ZZ : GGT(x, %) = 1}. Ihre
T
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Ordnungist |G| = go(%)
Wegen GGT(lO, %) =1, liegt die zur Basis 10 gehdrende Restklasse 10 in der Gruppe G.

Die von ihr erzeugte zyklische Untergruppe habe die Ordnung s; d.h. s ist die kleinste naturliche Zahl mit der Eigenschaft 0 =1 (bzw.
10 = 1 (mod %)) Nach dem Satz von Lagrange ist s ein Teiler der Ordnung der Gruppe G, also ein Teiler von go(%)

Folgerung: Gegeben sei der gekirzte Bruch % (mitz, n € N, n#0); dh. GGT(z, n)=1.
Wenn der Nenner n von (mindestens) einer Primzahl geteilt wird, die von 2 und 5 verschieden ist, dann ist die Dezimalbruchdarstellung des
Bruches periodisch.
Weiterhin seien n und 10 teilerfremd; d.h. GGT(n, 10) = 1.
Die Periodenlange ist die kleinste positive natlirliche Zahl s mit der Eigenschaft
105 = 1 (mod n).
Die Periodenlange ist ein Teiler von ¢(n), wo ¢ die Eulersche Funktion ist.
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Satz: Die reelle Zahl r habe eine periodische Dezimalbruchdarstellung. Dannist r eine rationale Zahl.

Beweisskizze: Die Begriindung wird zundchst nur in exemplarischer Form gegeben. Es sei r=0,9. Das heilt r =0, 99999... oder
9 9 9
+ +

"=710 " 700 T 1000 T N
Zieht man den Faktor -> heraus, so erhdlt man r = S 1+ L+ Ly Loy 2. 1
10 10 (110 * 100 * 1000 ) = 10 kzzo 10K
) . U | . 1 10 : i - 9 .10 _
Die geometrische Reihe ' -= hat den Reihenwert 7 also und insgesamt ist r = . = 1.
2o 10 1 9 10 9

Hat r eine komplexere Dezimalbruchdarstellung (Vorperiode, Periodenlédnge grosser als 1), so dndert sich nichts wesentliches: Ganzteil plus
Vorperiode ergeben immer eine rationale Zahl. Fasst man die restlichen Ziffern nach Periodenblécken zusammen, so ergibt auch dies eine
geometrische Reihe, deren Reihenwert eine rationale Zahl ist.

Einige Beispiele in Mathematica: 0,999999...
i 9
10k

k=1
1

Beispiel 0,285285285...

Blocke: 285 " 285 " 285 I 285 " 285 4 285 o
ocke 1000 1000000 1000000000 1000 10002 10003
i 285
K
&4 1000
95
333
N[%, 50]

0.28528528528528528528528528528528528528528528528529
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Bemerkung: Irrationale Zahlen mussen also nichtabbrechende und nichtperiodische Dezimalbruchdarstellungen haben. So ist z.B. die Zahl
0,101001000100001000001... , bei der die Anzahl der 0-Ziffern zwischen je zwei 1-Ziffern immer um eins anwéachst, eine irrationale Zahl.

m Weitere Demonstrationen

m Einige Hilfsprogramme



