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m Einfihrung

Der Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers (GGT) spielt eine sehr wichtige Rolle in der Mathematik wie auch im
Mathematikunterricht (z.B. in der Bruchrechnung im Zusammenhang mit der Ermittlung des Hauptnenners zweier
Briche, in Verbindung mit dem Kirzen u.s.w.). Es gibt hdchst unterschiedliche Verfahren zur Ermittlung des groBten
gemeinsamen Teilers zweier natirlicher Zahlen a und b.

Im Schulunterricht wird tiberwiegend eine Methode praktiziert, die auf der Primfaktorzerlegung der Zahlen a und b
beruht.  Historisch, sowie aus Optimalitats- und innermathematischen Griinden ist der Euklidische Algorithmus zur
Ermittlung des GGT von grofter Bedeutung. Er bietet dartiber hinaus den Vorteil, da er sehr anschaulich zu
beschreiben ist, dafl er im engsten Zusammenhang mit einem grundlegenden Thema des Primarstufenunterrichts steht,
ndmlich mit dem Verfahren der Division mit Rest, daf} er intensiv mit anderen wichtigen mathematischen Themen
vernetzt ist (Fibonacci-Zahlen, Kettenbriiche, Goldener Schnitt, Restklassenringe, Verschlisselungsverfahren: Public
Key Cryptography, RSA-Verfahren, ...) und daB er in natirlicher Weise zu fundamentalen philosophischen Fragen
fihrt (Kommensurabilitat).

Im folgenden sollen zwei Zugdnge zum Euklidischen Algorithmus beschrieben werden: der erste basiert auf der
Division mit Rest; der zweite auf dem Prinzip der Rekursion. Natirlich sind beide Zugénge letztlich gleichwertig.
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m Realisierung

= 1. Argumentationsstrang: Uber die Division mit Rest

Welcher Zugang auch immer fiir die Behandlung der Division natirlicher Zahlen in der Primarstufe gewahlt wird,
Hintergrund ist stets der

Satz von der Division mit Rest: Zu je zwei natiirlichen Zahlen a und b (mit b > 0) gibt
es stets eindeutig bestimmte nichtnegative ganze Zahlen g und r mit der Eigenschaft
a=q-b+rund O<r<b.

Der Beweis des Satzes hangt davon ab, wie man die natirlichen Zahlen konstruiert hat. Die vollstandige Induktion (in
irgendeiner Form) spielt dabei stets eine ausschlaggebende Rolle (néheres zur vollstandigen Induktion in [Ziegenbalg,
Abschnitt 3.3]).

Im folgenden Beispiel sei a=17 und b=25 gewahlt. Die nach dem Satz von der Division existierenden Zahlen
und r haben dann die Werte g =3 und r = 2. Die in dem Satz auftretende Gleichung lautet dann 17 =3-5+ 2.

Ebenso wichtig wie ein formaler Beweis ist die Veranschaulichung des Sachverhalts. Dazu stellen wir uns die Zahlen
a und b, ganz im Sinne der Griechen, als Strecken vor; a mdge die gréere und b die kleinere Strecke sein. Dann
kann man b einmal oder mehrmals auf a abtragen (bzw. ,von a wegnehmen*), bis nichts mehr lbrig bleibt oder bis
ein Rest Ubrig bleibt, der kleiner ist als b. Die im obigen Satz auftretende Zahl q ist die Vielfachheit, mit der man b
»,ganz*“ auf a abtragen kann; r ist der Rest, der danach Ubrig bleibt. Es ist offensichtlich, dall r kleiner als b ist
(wie im Satz formuliert). Wenn r =0 ist, sagt man auch, daB die Strecke b die Strecke a mift bzw. daf die Zahl b
die Zahl a teilt.

5 5 5 2 17=3.5+2
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Abbildung 3.7

Diese Veranschaulichung macht deutlich, warum die Division haufig als ,,iterierte* (wiederholte) Subtraktion erklart
und eingefihrt wird.

Die im obigen Satz genannten Zahlen q und r sind offensichtlich durch a und b eindeutig bestimmt, denn sie
ergeben sich ja eindeutig aus dem gerade beschriebenen ,,Abtrage-Verfahren*. Man kann g und r deshalb auch als
Funktionswerte geeigneter Funktionen deuten. In den meisten Programmiersprachen werden diese Funktionen als Div
und Mod bezeichnet:

Div: (a,b) » Div(a, b) = q
Mod: (a, b) = Mod(a, b) = r

Auch in Mathematica heiftt die Rest-Funktion Mod; die Div-Funktion fiir die Ganzzahl-Division heifst in Mathematica
jedoch Quotient.

Quotient[17, 5]

3
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Mod[17, 5]

2

Die entscheidende Idee des Euklidischen Algorithmus besteht nun darin, den Satz von der Division mit Rest nach dem
Prinzip der "Wechselwegnahme" zu iterieren (man vergleiche dazu das Eingangszitat). Dazu ersetzt man nach der
Durchfiihrung der Division mit Rest die urspriinglich gréRere Strecke a durch die urspringlich kleinere Strecke b
und b durch den Rest r. Mit diesen neuen Zahlen (oder Strecken) a und b fiihrt man wiederum das Verfahren der
Division mit Rest durch und erhélt ein neues g und ein neues r. Mit diesen Strecken verfahrt man wiederum nach
dem Prinzip der Wechselwegnahme und nimmt die kleinere so lange von der gréf3eren weg wie es geht.

Der Euklidische Algorithmus eignet sich hervorragend zur Abarbeitung mit einem Computer. Die urspriingliche Form
der Wechselwegnahme bezeichnen wir als die Subtraktionsform des Euklidischen Algorithmus. Wir formulieren
zunachst in der Umgangssprache:

Eukl idSubtraktionsform(a,b)
Solange a und b beide von Null verschieden sind,
fuehre folgendes aus:
Wenn a > b, so ersetze a durch a-b,
sonst ersetze b durch b-a.
Die uebrig bleibende,von Null verschiedene ganze
Zahl ist der gesuchte groesste gemeinsame
Teiler GGT(a,b)
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m Subtraktionsform (iterative Version)

EuklidSub[a0_, bO_] :=
Module[{a = a0, b = b0},
While[Not[a » b ==07],

Print[a, " ", bl;
Iffaxb,a=a-b,b=b-a]];
Return[a + b] ]

EuklidSub[136, 60]

136 60
76 60
16 60
16 44
16 28
16 12
4 12

4 8

4 4
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In der Divisionsform des Euklidischen Algorithmus werden die iterierten Subtraktionen (bei gleichem b) "auf einen
Schlag”, eben durch Division, durchgefiihrt.

m Divisionsform (iterative Version)

Im folgenden Programm dient die (globale) Kontroll-Variable verbose der Steuerung des Ausdruckens: Im Falle
"Verbose == True" werden die Zwischenergebnisse (insbesondere zu Lehrzwecken) ausgedruckt, sonst nicht.

EuklidDiv[aO_, b0 _] :=
Module[{a = a0, b = b0},
Whille[Not[a » b == 0],
If[verbose, Print[a, " ", bll;
If[a>b, a=Mod[a, b], b=Mod[b, al]];
Return[a + b]]

verbose = True;
EuklidDiv[136, 60]

136 60
16 60
16 12
4 12

4

verbose = False;
EuklidDiv[136, 60]

4

= 2. Argumentationsstrang: Uber einen rekursiven Ansatz

Rekursiv heif3t in der Informatik soviel wie selbstbeziiglich oder auf sich selbst verweisend; das Prinzip der Rekursion,
eine der wichtigsten Grundideen der Mathematik und Informatik, wird in [Ziegenbalg, Abschnitt 4.2.2] noch
ausfuhrlich behandelt.

Aufgabe: Zeigen Sie, daB fir a = b stets gilt: GGT(a, b) = GGT(b, a—b).

Da b kleineristals a, istes i.a. leichter, den groRten gemeinsamen Teiler tiber die rechte Seite als Uber die linke Seite
der letzten Gleichung zu ermitteln. Statt GGT(a, b) berechnen wir GGT(b, a—b). Dies ist die Grundidee fiir die
folgende rekursiven Versionen des Euklidischen Algorithmus.
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m Subtraktionsform (rekursive Version)

EuklidSubRek[a_, b_] :=
(Print[a, " ", bl;
Which[
a==0, b,
b==0, a,
ax b, EuklidSubRek[a - b, b],
a < b, EuklidSubRek[a, b-a]])

EuklidSubRek[136, 60]

136 60
76 60
16 60
16 44
16 28
16 12
4 12
4 8

4 4

0o 4

4

(» TableForm[Trace[EuklidSubRek[136,60]]] =*)

m Divisionsform (rekursive Version)

EuklidDivRek[a_, b_] :=

(Print[a, " ", bl;
Which[a==0, b,
b== 0, a,

ax b, EuklidDivRek[Mod[a, b], b],
a < b, EuklidDivRek[a, Mod[b, a]]l])

EuklidDivRek[136, 60]
136 60

16 60

16 12

4 12

4 0

4
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In Mathematica lassen sich sehr unterschiedliche Programmierstile realisieren (auf die Themen ,,Programmiersprachen,
Programmierstile und Programmierparadigmen® wird in [Ziegenbalg, Kapitel 8] noch ausfuhrlicher eingegangen).
Neben dem imperativen und dem funktionalen Programmieren hat in den letzten Jahren auch der Stil der Logik-
Programmierung bzw. das regelbasierte Programmieren an Bedeutung gewonnen.

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch eine regelbasierte Form des Programms gegeben, wie sie in &hnlicher Form
auch in der Programmiersprache Prolog ausgedriickt werden kdnnte. Man hat bei dieser Form des Programmierens
keinen in sich geschlossenen Programmkdrper mehr, sondern ein offenes (und erweiterbares) System von Regeln, die
von dem jeweiligen Programmiersystem (sei es Prolog, sei es Mathematica) meist in der Form eines ,,Backtracking-
Verfahrens* (vgl. [Ziegenbalg, 4.3.2]) verarbeitet wird. Auch diese regelbasierte Version ist ersichtlich rekursiv.

m Regelbasierte Version

EuklidReg[a_, 0] :=a;
EuklidReg[a_, b_] = EuklidReg[b, Mod[a, b]]:;

EuklidReg[136, 60]
4
m Graphische Veranschaulichung

m Klassische Divisionsform

= Implementierung
m Demonstrationen

EuklidDivDemo[136, 60]

136 - 2+ 60 + 16
60 = 3 x 16 + 12
16 = 1+« 12 + 4
12- 3+« 4 + 0
4

EuklidDivDemo[7618, 2536]

7618 = 3« 2536 + 10
2536 = 253 « 10 + 6
10 = 1 « 6 + 4
6 = 1 « 4+ 2
4 = 2 « 2 o+ 0





