Prof. Dr. J. Ziegenbalg
Institut fur Mathematik und Informatik
Padagogische Hochschule Karlsruhe

email:

ziegenbal g@ph-karlsruhe.de

homepage: http://www.ph-karlsruhe.de/~ziegenbalg

Zum Begriff der Gruppe,
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Definitionen, Grundbegriffe, Beispiele

Definition: Eine Gruppe ist ein Tripel (G,o,€) bestehend aus einer Menge G, einer zweistelligen
Verknipfung o:GxG - G und einem speziellen Element e0G mit den folgenden
Eigenschaften:

(i)
(i)
(iii)

Die Verknipfung o ist assozativ; d.h., fir ale a,b,c0G gilt (acb)cc=ac(bocC).
Furale xOG gilt xce=eox=X.

Zu jedem Element x[OG gibtesein Element yOOG mit der Eigenschaft
XoYy=YyoX=e.

Definitionen:

(i)
(i)

(iii)

Fals fur adle a,b0G stets aocb=boa gilt, so heifdt die Gruppe kommutativ oder
auch Abel scheDGruppe.

Fals G eine endliche Menge ist, so heifdt (G,o,€) endliche Gruppe; andernfalls un-
endliche Gruppe.

Die Mé&chtigkeit (d.h. im Falle einer endlichen Gruppe die Elementezahl) der Gruppe G
heif} die Ordnung von G.

Im Zeichen: |G| = Ordnung von G.

Bemer kungen:

(i)
(i1)

Die Menge G wird auch als die Tragermenge der Gruppe bezeichnet. Wenn keine
V erwechslungsgefahr besteht, spricht man oft auch kurz von der Gruppe G.

Als Verknupfungssymbol fir die (zweistellige) Verkntpfung wird auch das gewohnli-
che Multiplikationszeichen (] und das Additionszeichen (+) verwendet; letzteres

meist bel kommutativen Gruppen. Das Multiplikationszeichen wird gelegentlich auch

! Niels Henrik Abel (1802-1829), norwegischer Mathematiker
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weggelassen, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht. An Stellevon aob wird also
auch alb, a+b oder ab geschrieben.

(ili) Das spezielle Element eJG heilt neutrales Element. Wird die Gruppe multiplikativ
geschrieben, so verwendet man auch das Symbol 1 fir das neutrale Element; wird die
Gruppe additiv geschrieben, so verwendet man meist das Symbol O fir das neutrale
Element.

(iv) Sind x,yOG mit xoy=yox=e,soheflen x und y zueinander invers.

Beispiele:
1. DieMenge D3 der Deckabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks mit der Hintereinander-

ausftuihrung von Abbildungen als Gruppenverkntipfung und der identischen Abbildung as
neutralem Element. Gruppenelemente sind: 3 Drehungen (um 120, 240 und 360 Grad)um
den Schwerpunkt; 3 Achsenspiegelungen an den (ortsfesten) Mittelsenkrechten. Neutrales
Element: Die Drehung um 360 Grad (= 0 Grad), also die identische Abbildung.

Etwas genauer:

In der folgenden Abbildung seien A, B und C (ortsfeste) Punkte in der Ebene, die ein gleich-
seitiges Dreieck bestimmen. Ssel der Schwerpunkt dieses Dreiecks. Weliterhin seien:

0, dieDrehungum S (entgegen dem Uhrzeigersinn) um 120 Grad,
0, dieDrehung um Sum 240 Grad, und
0y dieDrehungum Sum 360 Grad (= O Grad).
Schlief3lich seien
o, die(Achsen-) Spiegelung an der (ortsfesten) Achse AS,
o, die Spiegelung an der Achse BS, und
o3 die Spiegelung an der Achse CS.

1
1
1
1
1
1
Ny
X
1
1
1
1
1

O3

Bel endlichen Gruppen lasst sich die Wirkung der Verknipfung vollsténdig in einer tabellen-
artigen Form, der sogenannten Verknipfungstafel darstellen. Die im folgenden dargestellte
Verknupfungstafel zur Gruppe D3 ist folgendermal3en zu lesen: Das Ergebnis des Produkts
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Spalten-Element mal Zeilen-Element

ist im ,, Kreuzungspunkt® dargestellt. Dabel ist zuerst die Abbildung in der (linken) Spalte
und dann die Abbildung in der (oberen) Zeile auszufUhren.

Beispiel: 01005 =03

2. DieMenge Z der ganzen Zahlen mit der gewohnlichen Addition von ganzen Zahlen as
Gruppenverknipfung und der Zahl Null (0) als neutralem Element.

3. DieMenge B der Briiche (d.h. der positiven rationalen Zahlen) mit der gewohnlichen Multi-
plikation von Brichen als Gruppenverknipfung und der Zahl Eins (1) al's neutralem Element.

4. Ist M eine Menge, so ist die Menge der Permutationen von M eine Gruppe mit der Hinter-
einanderausfihrung von Abbildungen als Gruppenverkntpfung und der identischen Abbil-
dung als neutralem Element.

Permutationen endlicher Mengen kdnnen in der Form von Zuordnungstabellen dargestellt
werden; die Permutation o z.B. in der Form

5= b cde f gh j k
_E?eckbgjhadﬁ
Dabei ist o(a) = f, a(b) =e, o(c) =c, ..., o(k) =d

Zyklenschreibweise der Permutation o: (a, f, g, j)(b, e)(c)(d, k)(h)

Zyklen der Lange 2 heif3en Transpositionen. Zyklen der Lange 1 werden meist weggel assen;
dh. o=(a f,q, j)b, e)(d, k). Ein Element x mit o(x) =x heif3t Fixpunkt der Permu-
tation o. Permutationen ohne Fixpunkte heif3en fixpunktfrei.

Mit S, wird die Gruppe aler Permutationen der Menge {1, 2, 3, ..., n} bezeichnet. Sie
heif3t die symmetrische Gruppe Uber der Menge {1, 2, 3, ..., n}.

Satz. |Sp|=n! (Beweis: Ubung)

Satz. Die Gruppe Dg ist strukturgleich zur Gruppe S3.

Aufgabe:  Auch wenn bisher keine formale Definition des Begriffs ,, strukturgleich® gegeben
wurde, erlautern Sie, was damit gemeint sein kénnte und beweisen Sie den Satz.
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5. Die Menge Z/qZ (vgl. [Zbg 2001]) der Restklassen modulo n bildet zusammen mit der

Restklassenaddition eine endliche, kommutative Gruppe mit neutralem Element 0.

Beispie: n=6
+lo|1]2|3|4]|5
ojo|1|2|3|4]|5
11123 |4a|5]0
2l2|3|4|5|0]1
3|3|4|5|0|1]2
4l4|5|0|1|2]3
5]5(0|1|2]|3]| 4

6. DieMengeT der Deckabbildungen eines (regelméfdigen) Tetraeders, zusammen mit der Hin-
tereinanderausfthrung von Abbildungen als Gruppenverkniipfung. T besitzt die folgenden 12
Elemente:

* Drehungen jeweils um die Achse durch eine Ecke und den Schwerpunkt der gegentiber-
liegenden Seite um 60 bzw. 120 Grad. Diessind 8 (=4[2) Drehungen (eine davon ist
in der Abbildung anhand der roten Achse dargestellt).

* Drehungen jewells um die Achse durch die Seitenmitten zweier gegentberliegender Sei-
ten um 180 Grad. Diessind 3 Drehungen (eine davon ist in der Abbildung anhand der
blauen Achse dargestellt).

* die identische Abbildung (neutrales Element).

(Die Gruppe T wird auch als Tetraedergruppe bezeichnet.)

Drehachse: 60 Grad, 120 Grad

a Notation fir die Drehung um 60 Grad
entgegen dem Uhrzeigersinn:
(1), 3,4)

Drehachse: 180 Grad
® Notation fur die Drehung:
1, 4)2,3)
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Die Eindeutigkeit der inversen Elemente

Satz (Eindeutigkeit des inversen Elements): Sei xOG. Ist y einzu x inverses Element und z
ein Element von G mit der Eigenschaft xocz=e, soist y=1z.

Bewels. y=yoce=Yyo(XoZz)=(yoX)oz=€oz=2Z.

Bemerkung: Sei xOG. Einzu x inverses Element y ist dso eindeutig bestimmt. Es heilét das

Inverse von x und wird (in funktionaler Schreibweise) in der Form x 1 geschrieben. Esgilt

adso xox T=xlox=e.

Im Falle der additiven Schreibweise wird fir das Inverse von x inder Form —Xx geschrie-
ben. Esgilt dann x+(-x) =(-x) +x=0.

Definition: (aggregierende Schreibweisen)
(1)  multiplikative Schreibweise — Potenzierung

X=X x2=xox, X3=XoxoX, ..., xX"=xox"1 .
x9=e
X2 =x_1ox_1, X3 :x_lox_lox_l, x K =x_1ox_(k_1),

Hinweis: Permanenzprinzip von Hermann Hankel; siehe:
http://www.ph-karlsruhe.de/~ziegenbal o/ PermSig.pdf]
(i) additive Schreibweise — Vervielfachung
1x=X%, 2[k=x+X, 3X=X+X+X, ..., nX=x+(n-1 ¥, ...
0k=0
()X =(=x) + (=), (BTX=(=X) + (%) +(=x), ..., (FK) k= (=x) +(=(k-D)x, ...

Die Links-Multiplikation

Definition: Sei alJG. DieAbbildung I :G - G mit |5(x) =aox heifd Links-Multiplikation
(genauer eigentlich: Links-Verknlpfung) mit dem Element a.

Beispiele:
Gruppe: (B, gewshnliche Multiplikation, 1): 1,(x) = 2k
Gruppe: (Z,+,0): l37(x) =17 +x

Satz Die Links-Multiplikation ist bijektiv.
Beweis: Die Umkehrabbildung von |, ist die durch dasInverse von a gegebene Links-Multipli-
kation la‘l' Furalle xOG giltaso Ia(la_l(x))=la_1(la(x)):x.


http://www.ph-karlsruhe.de/~ziegenbalg/PermSig.pdf
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Untergruppen

Definition: Sei (G,e,e) eine Gruppeund U eine Teilmengevon G mit den Eigenschaften:
(i) eOu
(i) Farale a,bOU gilt acbOU.

(i) Furale adU ist a*0OU.
Dann heif3t U Untergruppe von G.
Im Zeichen: U <G.

Bemer kungen:

(i) DieMenge U ist aso eine Untergruppe von G, wenn sie das neutrale Element von G
enthdlt und bezlglich der Gruppenverknipfung von G und der Inversenbildung abge-
schlossenist.

(i)  Mit anderen Worten: Ist (U,0,e) mitder auf U eingeschrankten Verknipfung von G

und mit dem neutralen Element e[JG ebenfalls eine Gruppe, so ist U eine Unter-
gruppevon G.

Beispiele:  Wir betrachten die Gruppe D3 der Deckabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks

(siehe Definition des Gruppenbegriffs: Beispiel 1). lhrer Gruppentafel entnehmen wir die
folgenden Untergruppen:

« die,trividlen* Untergruppen: {50 und Dj selbst,
« die Untergruppen der Ordnung 2: {01,8¢} , {05, und {o3,3¢,
« die Untergruppe der Ordnung 3: {5,,35,5¢} .

Aufgabe: Zeigen Sie, dass dies alle Untergruppen von D3 sind. (Hinweis. Nehmen Sie an, dass
ein beliebiges Element x in einer Untergruppe U von D3 enthalten ist und ziehen Sie

SchlUsse daraus, welche weiteren Elemente noch in U enthalten sein missen, damit die Un-
tergruppenkriterien erfillt sind.)
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Aufgabe:

(i) Ermitteln Sie alle Untergruppen der Tetraedergruppe T (Siehe Beispiel 6).
(if) Ermitteln Sie alle Untergruppen der Restklassengruppen %Z flrn=5, 6, 8und 12.

Nebenklassen

Definition: Essei G eine Gruppe, U eine Untergruppevon G und a ein beliebiges Element von
G. Dann heilét die Menge

aoU ={aox/x0U}

diedurch a gegebene Links-Nebenklasse von U.
Bel multiplikativ geschriebenen Gruppen schreibt man meist kurz aU an Stellevon aoU .
(Entsprechend ist der Begriff der Rechts-Nebenklasse definiert durch: Ua:={x-a/x[U}.)

Bemerkung: Offensichtlichist: aU =1,(U).

Beispiele: Wir betrachten die Gruppe D3 der Deckabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks.
Die Links-Nebenklassen der Untergruppe U = {01,60} sind:

80 °{01,80} o 01,8p

8 o{01,5q { 0,.8

8, {01,5¢} o 03,5}

01°{01,8¢ 01,3} (=0p°U=U)
05 °{01,8q H{ 8,0} (=0°U)
03°{01,8¢ X 3,,0} (=02°U)

Esgibt also drei Links-Nebenklassen zur Untergruppe U :{01,60} von Ds.

Aufgabe: Geben Sie die Links-Nebenklassen der restlichen Untergruppen von D3 an.

Aufgabe:

(i) Ermitteln Sie die Links-Nebenklassen aller Untergruppen der Tetraedergruppe T (siehe
Beispiel 6).

(i) Ermitteln Sie die Links-Nebenklassen aller Untergruppen der Restklassengruppen %Z
furn=15, 6, 8 und 12.

(ii1) Fuhren Sie entsprechendes fur die Rechts-Nebenklassen durch
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Satz. (Eigenschaften von Nebenklassen)
Essei G eine Gruppeund U eine Untergruppevon G. Dann gilt
() Furdle xOG gilt: xOU = xU =U.
(i) xU ist stetsgleichméachtigzu U.
(i) Firadle x,yOG giltt xU=yU - y xOU.
(iv) Firale yOG\U gilt: yUnU =0.
v) G=Jxu
xaG
Bewels:

(i) "O": Essa xOU . Dannist (wegen der Abgeschl ossenheitseigenschaft von U)

xU ={xou/ul]U} OU . Weiterhin kann jedesElement tJU inder Form t=Xou (mit
einem geeigneten Element u U ) geschrieben werden. Man verwende dazu u = xLot.

Alsoist xU =U .
"0": Esseinun xU =U . Dannist insbesondere xoedU , aso xOU.

(i) Diesfolgt aus der Tatsache, dass die Links-Multiplikation als Abbildung bijektiv ist.

(iii) Ubung

(iv) (Beweisdurch Widerspruch) Angenommen yU nU # [ . Dann gibt esein Element x mit
xOyU nU. Darausfolgt: Esgibt ein t0OU mit der Eigenschaft yot =x. Daraus folgt
y:Xot_]'DU — im Widerspruch zur Annahme y U .

(v) Furjedes xOG gilt xOxU .

Bemerkung: Die Eigenschaften (iv) besagt, dass verschiedene Nebenklassen von U digunkt sind.

Die Eigenschaften (iv) und (v) besagen, dass die Gesamtheit der Nebenklassen von U eine
Zerlegungvon G darstellt.

Der Index einer Untergruppe

Definition: Essei G eine Gruppeund U eine Untergruppe von G. Die Anzahl der Links-Neben-
klassenvon U in G heifdt der Indexvon U in G.

Im Zeichen: |G:U|: Index von U in G.

Beigpiel: Die additive Gruppe le = ZAZZ der Restklassen modulo 12. (Der Einfachheit

halber sind die Restklassen im folgenden Beispiel durch Fettschrift an Stelle der Uberstrei-
chung gekennzeichnet.)
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0O(1({2|3|4|5|6|78|9|10|11
0jo0j|1|2(3(4|5|6|7]|8 10| 11
111|234 |5(6|7|8|9]|10|11|0
212(3|4|5|6|7|8|9(10{11|0 |1
313|4|5|6|7|8|9|10{11|0| 1|2
414|5|6|7(8|9|10/11(0|1|2|3
515|6|7(8]9|10(11|0|1| 2|3 |4
6]6(7|8|9(10{11|0|1(2|3|4]|5
71718]9(10|11{0(|1|2|3|4|5]|6
8189|1012 0|1|2 |34 |5|6|7
919|110 11 112|3(4|5|6|7]|8
10110 | 11 112134 |5|6|7]8]09

11§112({ 0| 1|2 (3|4 |5|6|7[8|9]|10

Eine der Untergruppen von Z;, ist U :={0,3,6,9. Die Links-Nebenklassen von U
sind:

0+U ={0,3,6,9=U, 1+U ={1,4,7,10} und 2+U ={2,5, 8,11

Man beachte: Esgibt 3 Links-Nebenklassen zu je 4 Elementen; 3* 4 =12.

le =U O @+U) 0 (2+U) (digunkteVereinigung; ,Zerlegung*)

Satz von Lagrangéz! Essei G eineendliche Gruppeund U eine Untergruppe von G. Dann gilt:
[G|=[G:ufqu].

Beweis: Fir jede Gruppe G gilt G = UxU. Da G eine endliche Gruppe ist, gibt esnur endlich
xO0G
viele verschiedene Links-Nebenklassen von U; dieseseien mit gU,g-oU,...,gU bezeich-

net. Alsoist (wegen der Digunktheits-Eigenschaft der Links-Nebenklassen)
|G|=|gUuOgouO...0gkU | =|gU |+|goU | +...+| gkU |. Daalle Links-Nebenklassen

von U gleichméchtig sind, folgt daraus: |G| =k U |. Da k asdie Anzahl der Links-Ne-

benklassen von U (also alsder Index von U in G) definiert war, folgt |G|=|G:U |U |.
G|

Folgerung und Bemerkung zur und Motivation der Bezeichnungsweise: [G:U | = m .

Erzeugende Elemente und zyklische Gruppen

Satz (Durchschnittsbildung und Untergruppen):
(i)  Der Durchschnitt zweier Untergruppen einer Gruppe G ist eine Untergruppe von G.

2 Joseph Louis Lagrange (1736-1813); italienisch-franzosischer Mathematiker
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(i) Der Durchschnitt beliebig vieler Untergruppen einer Gruppe G ist eine Untergruppe

von G.
Beweis. Ubung
Definitionen: Essei G eine Gruppeund M eine Teilmengevon G. Essei D = ﬂU der
MOU<G

Durchschnitt aler Untergruppen von G, welche die Menge M enthalten. Dannist D eben-
falls eine Untergruppe von G; sie wird als die von der Menge M erzeugte Untergruppe be-
zeichnet.

Im Zeichen: <M> = die von M erzeugte Untergruppe von G.

Besteht die Menge M nur aus einem Element x, istaso M ={x}, so schreibt man auch kurz
(x) an Stellevon ({x}) und bezeichnet (x) alsdievon dem Element x erzeugte Unter-

gruppe.
Gruppen, die von einem Element x erzeugt werden konnen, heif3en zyklische Gruppen.

Bemerkung: Essei G eine zyklische Gruppe; etwa G = <x> . Aufgrund der Abgeschlossenheit von

G, muss G alle Produkteder Form X, Xo X, XoXoX, ..., x", ...,

x_l, x_lox_l, x_lox_lox_l, x_k,... sowie das neutrale Element e enthalten.

Beispiele:

1

Die Menge der rationalen Zahlen (mit der gewohnlichen Multiplikation) enthélt die zyklische
Gruppe (2)={2*/ x0Z}: maW.: die (multiplikativ geschriebene) zyklische Gruppe (2)
besteht aus den Elementen 2, 22, 2%, ..., 2", ... sowie 271 272 ... 27K ... und
dem neutralen Element 1.

Die Menge der ganzen Zahlen (mit der gewohnlichen Addition) enthalt die zyklische Gruppe
(6) der durch 6 teilbaren ganzen Zahlen; m.aW.: die (additiv geschriebene) zyklische

Gruppe (6) besteht aus den Elementen 6, 12, 18, ..., nb, ..., sowie
-6, -12, -18, ..., —k[®, ... und dem neutralen Element O.

Die zyklische Gruppe der ebenen Drehungen eines regelmaidigen 8-Ecks besteht aus den 8
folgenden Drehungen (etwaim Uhrzeigersinn):

0, = Drehung um 45 Grad
0, = Drehung um 90 Grad
03 = Drehung um135Grad

dg = Drehung um 270 Grad
07 = Drehung um 315 Grad

dg = Drehungum 360 Grad = 9y = Drehungum O Grad (dies ist das neutrale Element
bzw. die identische Abbildung)
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4.  Die (additive) Gruppe %Z der Restklassen modulo n ist eine zyklische Gruppe, die z.B.

von dem Element (der Restklasse) 1 erzeugt wird.

Fir n=6 istzB.: %Z ={1, 1+1 1+1+1 1+1+1+1 1+1+1+1+1 1+1+1+1+1+1}

Dabei ist 1+1+1+1+1+1=6=0.

Bemerkung: Essei G eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n; etwa G =(x). Dann gilt

G ={xx%,%x3,...,x"}. Insbesonderegilt x" =e und x1=x""1.

Denn die Elemente x, x2, x3,...,xn mussen alle verschieden sein, da sonst die Elementezahl
von G nicht erreicht wiirde. Eines dieser Elemente muss das neutrale Element e von G
sein. Diesist nurim Falle x" =e méglich (sonst wére wieder die Ordnungs-Bedingung ver-
letzt). Aus xox" 1 =x"=e folgtschlieRlich x" ™% =x1,

Definition: Sel G eine Gruppe und xOG. Als Ordnung des Elements x (im Zeichen: ord(x))

wird die kleinste positive natiirliche Zahl n bezeichnet, fir die die Gleichung x" =e gilt.
Mit anderen Worten: Die Ordnung des Elements x ist gleich der Ordnung der Untergruppe
(x) von G.

Im Zeichen: ord(x) = |(x)|
Satz (Ordnung von Gruppenel ementen):

Sei G eineendliche Gruppe der Ordnung n und X ein beliebiges Element von G.
(i) DieOrdnung des Elements x ein Teiler der Gruppenordnung: ord(x) | n.

i) x"=e
Bewels:
(i) Diesist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz von Lagrange.
(i) Essa k der Index der Untergruppe <x> in G und r die Ordnung von Xx.

Nach dem Satz von Lagrange gilt |G| =|G :(x)|ord(x) bzw. n=KkI. Mit diesen Bezeich-
nungen gilt: x" = xKT = x"& = (xry =ek =e.

Satz Jede zyklische Gruppe ist kommutativ.

Beweis. Ubung

Satz. Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.
Beweis. Ubung
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Gruppen primer Restklassen

Satz (Gruppe der primen Restklassen in %Z)
Bezeichnungen und Basiswissen: siehe [Zbg 2001]
(i) Essa R,:= %Z die Menge der Restklassen modulo n.  Die Menge G, U R, sei

wie folgt definiert: G ={xOR,/ GGT(xn) =1 G, enthalt aso genau die Rest-
klassen, deren Reprasentant teilerfremd zu n ist. Dann bildet G, mit der Restklas-

senmultiplikation eine Gruppe. Sie wird als die Gruppe der primen Restklassen modulo
n bezeichnet.

(i) Die Gruppe der primen Restklassen modulo n hat die Ordnung ¢(n), wo ¢ die Euler-
sche Funktion (,, Totientenfunktion®) ist.

(iii) Ist n=p enePrimzahl, so hat die Gruppe der primen Restklassen modulo p die Ord-
nung p-1.
Beweis:
(i)  Zumneutralen Element: Das neutrale Element 1 ist offensichtlichin G, enthalten.

Zur multiplikativen Abgeschlossenheit: Es ist zu zeigen: Sind a und b Elemente von
Gy, dannistauch alb einElementvon G,. Dazuist zu zeigen: Ist GGT(a,n) =1 und
GGT(b,n) =1, dannistauch GGT (alb, n) =1. Diesfolgt unmittelbar aus dem Satz von der
eindeutigen Primfaktorzerlegung.

Zur Abgeschlossenheit beziiglich der Inversenbildung: Zu zeigen: Jedes Element EDGn
besitzt ein Inverses. Sel dlso GGT(a,n) =1. Dann gibt es nach dem Satz von der Viel-
fachendarstellung ganze Zahlen x und y mit der Eigenschaft 1= x[&+ yh. Man findet
diese ganzen Zahlen x und y mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus (Berle-
kamp Algorithmus). Modulo n betrachtet (alsoin R;,) bedeutet dies 1=x[&a. Dasmit dem

Berlekamp Algorithmus zu findende Element X ist also dasInversevon a.

(i) und (iii): Diessind nur direkte Umsetzungen der Definition der Eulerschen Totientenfunktion
[siehe Zbg 2001].

Die Sétze von Fermat und Euler

Satz (Fermatl%: Essal p ein Primzahl und a eine ganze Zahl, die nicht von p geteilt wird. Dann
gilt aP™ =1 (mod p).

® Pierre de Fermat (1601-1665), franzosischer Mathematiker
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Satz (Eulerq: Essei n eineganze Zahl und a einezu n teilerfremde ganze Zahl. Dann gilt
a®™ =1 (mod n).

Beweis: Die beiden letzten Sétze folgen unmittelbar aus dem Satz von Lagrange (bzw. dem Satz
Uber die Ordnung von Gruppenelementen), angewandt auf die Gruppe der primen Restklas-
sen.

* Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker
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